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ВВЕДЕНИЕ
Методическое пособие, предназначенное для оказания помощи студен-

там-заочникам при выполнении контрольных работ по дисциплине "Высшая
математика", содержит шесть тем материала контрольных работ студентов
первого курса.

В пособии приведены основные теоретические сведения и типовые за-
дачи с решениями и рекомендациями. В процессе подготовки к выполнению
контрольной работы рекомендуется изучить теоретические сведения, разо-
браться с решениями предложенных типовых задач, решить несколько ана-
логичных задач, ответы на которые известны, и только после этого перехо-
дить к выполнению контрольной работы.

1. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ

Введем понятие определителя. Пусть дана таблица из чисел (матрица):

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2221

1211
aa
aa

. (1.1)

Определитель – это числовая характеристика квадратной матрицы.
Матрице (1.1) соответствует определитель второго порядка

12212211
2221

1211 aaaa
aa
aa

−= . (1.2)

Числа 22211211 ,,, aaaa  называются элементами определителя. Гово-
рят, что элементы 2211, aa  лежат на главной диагонали, а элементы 21a  и

12a  – на побочной.
Пусть дана квадратная матрица третьего порядка

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

. (1.3)

Матрице (1.3) соответствует определитель третьего порядка, который
определяется следующим равенством:

.322311332112312213

322113312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaa
aaaaaaaaa

aaa
aaa
aaa

−−−
−++= (1.4)
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Числа )3,2,1;3,2,1( == jiaij  называются элементами определителя,

причем 332211 ,, aaa  – это элементы главной диагонали, 312213 ,, aaa  – эле-
менты побочной диагонали.

Указанное правило вычисления определителя называется правилом
треугольников. Действительно, слагаемые, входящие в формулу (1.4) со зна-
ком "+", лежат на главной диагонали определителя, а также в углах треуголь-
ников со сторонами, параллельными главной диагонали, а слагаемые, входя-
щие в формулу (1.4) со знаком "–", лежат на побочной диагонали и в углах
треугольников со сторонами, параллельными побочной диагонали:

        

a11

a21

a31

a12

a22

a32

a13

a23

a33                     

a11

a21

a31

a12

a22

a32

a13

a23

a33

Рассмотрим применение определителей для решения систем линейных
уравнений. Пусть дана система из трех линейных уравнений с тремя неиз-
вестными 321 ,, xxx :

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

,
,
,

3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa
bxaxaxa

(1.5)

где )3,2,1;3,2,1(, == jiba iij  – заданные числа.
Пусть определитель, составленный из коэффициентов при неизвестных

системы (1.5), отличен от нуля:

0

333231

232221

131211
≠=Δ

aaa
aaa
aaa

. (1.6)

Тогда система (1.5) имеет единственное решение, которое может быть
найдено по формуле Крамера:

Δ

Δ
= j

jx  (j=1, 2, 3), (1.7)

где jΔ  – определитель, полученный из определителя системы путем замены
j–го столбца столбцом свободных членов.

+ –
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Задача 1. Решить систему уравнений:

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
−=+−

=+−

.1
,135

,342

321

321

321

xxx
xxx
xxx

Решение. Вычислим определитель Δ данной системы по правилу тре-
угольников:

111
351
142

−
−
−

=Δ =2⋅(-5)⋅1+(-4)⋅3⋅1+1⋅1⋅(-1)-1⋅(-5)⋅1-2⋅3⋅(-1)–1⋅1⋅(-4)=-8≠0.

Вычисляем вспомогательные определители:

111
351
143

1
−
−−
−

=Δ =3⋅(-5)⋅1+(-4)⋅3⋅1+1⋅(-1)⋅(-1)-1⋅(-5)⋅1-3⋅3⋅(-1)-1⋅(-1)⋅(-4)=-16,

111
311
132

2 −=Δ =2⋅(-1)⋅1+1⋅3⋅3+1⋅1⋅1-1⋅(-1)⋅1-2⋅3⋅1-1⋅1⋅3=0,

111
151

342

3
−

−−
−

=Δ =2⋅(-5)⋅1+1⋅(-4)⋅(-1)+3⋅1⋅(-1)-3⋅(-5)⋅1-2⋅(-1)⋅(-1)-(-4)⋅1⋅1=8.

Значит, 2
8

161
1 =

−
−

=
Δ
Δ

=x , 0
8

02
2 =

−
=

Δ
Δ

=x , 1
8

83
3 −=

−
=

Δ
Δ

=x .

2. ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ И АНАЛИТИЧЕСКОЙ
ГЕОМЕТРИИ

2.1. Основные сведения из векторной алгебры
Вектором называют направленный отрезок. Если точка А – начало век-

тора, а В – его конец, то такой вектор обозначают AB . Наряду с этим исполь-
зуется обозначение вектора малой латинской буквой со стрелкой, т.е. ar .

Векторы называют равными, если они имеют равные длины и одинако-
во направлены. Число, равное длине вектора, называется его модулем и обо-
значается символом ar . Если ar =1, то вектор ar  называется единичным. Век-
торы называются коллинеарными, если они лежат на одной или параллель-
ных прямых.
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Пусть вектор ar  наклонен к оси u под углом ϕ. Тогда проекция вектора
ar  на ось u обозначается символом aпрu

r
 и вычисляется по формуле

ϕcos⋅= aaпрu
rr

. (2.1)
Проекции вектора ar  на оси прямоугольной декартовой системы коор-

динат будем далее обозначать буквами x, y, z и писать { }zyxa ,,=
r

. Если при

этом kji
rrr

,, - базисные векторы данной системы координат, то

kzjyixa
rrrr

++= . (2.2)
Проекции вектора на координатные оси называют также его координа-

тами.
Если даны две точки ),,( 1111 zyxM  и ),,( 2222 zyxM  являющиеся со-

ответственно началом и концом вектора 21MM , то

{ }12121221 ,, zzyyxxMM −−−= . (2.3)
Длина вектора ar  находится по формуле

222 zyxa ++=r
. (2.4)

Если вектор ar  составляет с координатными осями углы α, β и γ, то
cosα, cosβ, cosγ – это направляющие косинусы вектора ar , определяемые по
формулам

a
x
r=αcos , 

a
y
r=βcos , 

a
z
r=γcos , (2.5)

причем
1coscoscos 222 =++ γβα . (2.6)

Над векторами { }111 ,, zyxa =
r

, { }222 ,, zyxb =
r

, { }333 ,, zyxc =
r

 опреде-
лены операции сложения, умножения на число , а также скалярное, векторное
и смешанное произведения.

При этом имеют место следующие формулы для выполнения указан-
ных операций в координатной форме:

{ }212121 ,, zzyyxxba +++=+
rr

, { }321 ,, xxxa αααα =
r

(2.7)

– для суммы векторов и произведения вектора на число;

( ) 332211, yxyxyxba ++=
rr

(2.8)

– для скалярного произведения;

[ ] k
yx
yx

j
zx
zx

i
zy
zy

zyx
zyx
kji

ba
rrr

rrr

vr

22

11

22

11

22

11

222

111, +−== (2.9)

– для векторного произведения;
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( )
333

222

111
,,

zyx
zyx
zyx

cba =
rrr

(2.10)

– для смешанного произведения.
Из определения скалярного произведения ( ) ϕcos, ⋅⋅= baba

rrrr
 и фор-

мулы (2.8) можно найти косинус угла ϕ между векторами ar  и b
r

:
( ) .,cos

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

zyxzyx

zzyyxx
ba
ba

++++

++
=

⋅
= vr

rr
ϕ (2.11)

Поскольку вектор [ ]ba
rr, , определенный формулой (2.9), обладает свой-

ством

[ ] ϕsin, baba
rrrr

⋅= , (2.12)

то площадь S треугольника, построенного на векторах ar , b
r

, вычисляется по
формуле

[ ]baS
rr,

2
1

= . (2.13)

Наконец, из определения смешанного произведения векторов ar , b
v
и cr

вытекает, что объем треугольной пирамиды, построенной на этих векторах,
определяется формулой

( )cbaV rrr ,,
6
1

= . (2.14)

2.2 Основные сведения из аналитической геометрии
Уравнение плоскости, проходящей через точку ),,( 0000 zyxM  перпен-

дикулярно вектору { }cban ,,=
r

, имеет вид

( ) ( ) ( ) 0000 =−+−+− zzcyybxxa (2.15)

или 0=+++ dczbyax , (2.16)
где 000 czbyaxd −−−= .

Уравнение плоскости в отрезках имеет вид

1*** =++
c
z

b
y

a
x

. (2.17)

Здесь ∗∗ ba ,  и ∗c  – координаты точек, в которых плоскость пересекает
оси .,, OzOyOx
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Уравнение плоскости, проходящей через три точки ),,( 1111 zyxM ,
),,( 2222 zyxM  и ),,( 3333 zyxM , имеет вид

0

131313

121212

111
=

−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

. (2.18)

Если две плоскости заданы уравнениями 01111 =+++ dzcybxa  и
02222 =+++ dzcybxa , то угол между ними определяется как угол между

перпендикулярными к ним векторами { }1111 ,, cban =r
 и { }2222 ,, cban =r

:
( )

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

11

21,cos
cbacba

ccbbaa
nn

nn

++⋅++

++
=

⋅
= rr

rr
ϕ . (2.19)

Следовательно, условие перпендикулярности двух плоскостей имеет
вид 0cos =ϕ , или

0212121 =++ ccbbaa , (2.20)
а условие параллельности имеет вид

2

1

2

1

2

1
c
c

b
b

a
a

== . (2.21)

Угол между вектором { }pnml ,,=
r

 и плоскостью 0=+++ dczbyax
можно найти по формуле

222222
sin

pnmcba

cpbnam

++⋅++

++
=α , (2.22)

а расстояние d от точки ),,( 0000 zyxM  до той же плоскости – по формуле

222
000

cba

cxbxax
d

++

++
= . (2.23)

Рассмотрим соответствующие формулы для прямой на плоскости.
Уравнение прямой, проходящей через точку ),( 000 yxM  перпендику-

лярно вектору { }ban ,=
r

, имеет вид

( ) ( ) 000 =−+− yybxxa , (2.24)

или
0=++ cbyax (2.25)

где 00 byaxc −−= . 
Уравнение прямой в отрезках имеет вид

1** =+
b
y

a
x

. (2.26)
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Здесь ∗a  и ∗b  – координаты точек, в которых прямая (2.26) пересекает
оси Ох и Оy.

Если две прямые заданы уравнениями 0111 =++ cybxa  и
 0222 =++ cybxa , то угол между ними определяется как угол между пер-
пендикулярными к ним векторами { }111 ,ban =r

 и { }222 ,ban =r
:

( )
2
2

2
2

2
1

2
1

2121

11

21,cos
baba

bbaa
nn

nn

+⋅+

+
=

⋅
= rr

rr
ϕ . (2.27)

Следовательно, условие перпендикулярности двух прямых имеет вид
,0cos =ϕ  или

02121 =+ bbaa , (2.28)
а условие параллельности имеет вид

2

1

2

1
b
b

a
a

= . (2.29)

Расстояние от точки ),( 000 yxM  до прямой (2.25) можно найти по
формуле

22
00

ba

cbyax
d

+

++
= .

Рассмотрим другие виды уравнений прямой на плоскости.
Каноническое уравнение прямой, т.е. уравнение прямой, проходящей

через заданную точку ),( 000 yxM  параллельно вектору { }nmq ,=r , имеет
вид

n
yy

m
xx 00 −

=
−

. (2.30)

Уравнение прямой, проходящей через две точки ),( 111 yxM  и
),( 222 yxM , имеет вид

12

1

12

1
yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

. (2.31)

Уравнение прямой с угловым коэффициентом k имеет вид
bkxy += (2.32)

Уравнение прямой с угловым коэффициентом k, проходящей через за-
данную точку ),( 000 yxM , имеет вид

).( 00 xxkyy −=− (2.33)

Параметрические уравнения прямой:
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⎩
⎨
⎧

+=
+=

,
,

0

0
ntyy
mtxx

+∞<<∞− t . (2.34)

Если две прямые заданы уравнениями 11 bxky +=  и 22 bxky += , то
условие перпендикулярности этих прямых имеет вид

,121 −=⋅ kk (2.35)

а условие параллельности имеет вид

.21 kk = (2.36)

Рассмотрим далее различные виды прямой в пространстве.
Каноническое уравнение прямой в пространстве имеет вид

p
zz

n
yy

m
xx 000 −

=
−

=
−

, (2.37)

где ),,( 0000 zyxM  – точка, лежащая на прямой, а { }pnmq ,,=
r

 – направ-
ляющий вектор прямой.

Уравнение прямой в пространстве, проходящей через две точки
),,( 1111 zyxM  и ),,( 2222 zyxM , имеет вид

12

1

12

1

12

1
zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
−

. (2.38)

Параметрические уравнения прямой в пространстве имеют вид

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

,
,
,

0

0

0

ptzz
ntyy
mtxx

 +∞<<∞− t . (2.39)

Наконец, рассмотрим уравнения кривых второго порядка.
Каноническое уравнение эллипса имеет вид

12

2

2

2
=+

b
y

a
x

. (2.40)

Поскольку частным случаем эллипса при 222 Rba ==  является ок-
ружность, то уравнение окружности радиуса R с центром в начале координат
будет

.222 Ryx =+ (2.41)

Если центр окружности радиуса R расположен в точке ),( 000 yxM , то
ее уравнение имеет вид

( ) ( ) 22
0

2
0 Ryyxx =−+− . (2.42)
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Каноническое уравнение гиперболы имеет вид

12

2

2

2
=−

b
y

a
x

. (2.43)

Каноническое уравнение параболы имеет вид

pxy 22 = . (2.44)

2.3. Полярная система координат
Если на плоскости заданы фиксированная точка О, называемая полю-

сом, и исходящий из полюса луч с выбранной на нем единицей масштаба, на-
зываемый полярной осью, то говорят, что на плоскости задана полярная сис-
тема координат. В этом случае положение любой точки М на плоскости оп-
ределяется двумя числами r  и ϕ ,  где r  – расстояние от точки М до точки О,

ϕ  – угол, образуемый вектором OM  с положительным направлением по-

лярной оси. Угол ϕ , отсчитываемый от полярной оси до вектора OM  в на-
правлении против часовой стрелки, считается положительным, а отсчиты-
ваемый в противоположном направлении – отрицательным (см. рис. 1).

r
M(r, ϕ)

ϕ0
Рис. 1

Обычно считают, что πϕ 20 <≤ , ∞<≤ r0 . Если 0=r , точка М сов-
падает с полюсом О и угол ϕ  для нее не определен.

Пусть наряду с полярной системой координат на плоскости выбрана
прямоугольная декартова система координат так, что начало координат сов-
падает с полюсом О, а ось Оx совпадает с полярной осью. Тогда прямоуголь-
ные координаты x и y точки М связаны с ее полярными координатами r  и ϕ
соотношениями (см. рис.2)

ϕϕ sin,cos ⋅=⋅= ryrx (2.45)

Из (2.45), в частности, вытекает, что

22 yxr += , 
22

cos
yx

x

+
=ϕ , 

22
sin

yx

y

+
=ϕ . (2.46)
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r
M

ϕ0

y

xx

y

Рис. 2
Рассмотрим далее применение вышеизложенных теоретических сведе-

ний к решению типовых задач.
Задача 1. Даны координаты вершин пирамиды 4321 AAAA : )9,3,3(1A ,

)1,9,6(2A , )3,7,1(3A , )8,5,8(4A . Найти: 1) длину ребра 21AA ; 2) угол между
ребрами 21AA  и 41AA ; 3) угол между ребром 41AA  и гранью 321 AAA ; 4)
площадь грани 321 AAA ; 5) объем пирамиды; 6) уравнение прямой 21AA ; 7)
уравнение плоскости 321 AAA ; 8) уравнение высоты, опущенной из вершины

4A  на грань 321 AAA .

Решение. По формуле (2.3) найдем координаты векторов 21AA , 31AA  и

41AA :

{ } { }8,6,391,39,3621 −=−−−=AA ,
{ } { }6,4,293,37,3131 −−=−−−=AA ,

{ } { }1,2,598,35,3841 −=−−−=AA .
1) Длину ребра 21AA  найдем по формуле (2.4):

109)8(63 222
21 =−++=AA

2) Угол ϕ  между ребрами 21AA  и 41AA  найдем как угол между векто-

рами 21AA , 41AA  по формуле (2.11):

( )
( ) ( )

=
−++⋅−++

−⋅−+⋅+⋅
=

⋅
=

2222224121

4121

125863

)1()8(2653,cos
AAAA

AAAAϕ

6121.0
30109

35
≈

⋅
= ,

откуда ''15526121.0arccos o≈=ϕ .
3) Для нахождения угла α между ребром 41AA  и гранью 321 AAA  най-

дем вектор nr , перпендикулярный плоскости 321 AAA , в качестве которого

можно взять векторное произведение векторов 21AA  и 31AA , вычисляемое
по формуле (2.9):
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[ ] =⋅
−

+⋅
−−
−

−⋅
−
−

=
−−
−== kji
kji

AAAAn
rrr

rrr

r

42
63

62
83

64
86

642
863, 3121

kji
rrr

⋅+⋅+⋅−= 24344 .
Синус искомого угла α равен косинусу угла β между векторами nr ,

41AA , т.к. сумма этих углов равна 
2
π

. Поэтому

( ) ( )
( ) ( )

=
−++⋅++−

−⋅+⋅+⋅−
=

⋅
==

222222
41

41

12524344

12423454,cossin
AAn
AAn

r

r
βα

1048.0
301748

24
≈

⋅
= , т.е. 161048.0arcsin ′≈≈ oα .

4) Площадь грани 321 AAA  вычислим по формуле (2.13)

[ ] ( ) 9.20437
2

174824344
2
1

2
1,

2
1 222

3121 ≈==++−=== nAAAAS r

5) Объем V пирамиды 4321 AAAA  найдем по формулам (2.14) и (2.10):

( ) =
−
−−
−

==
125
642
863

6
1,,

6
1

413121 AAAAAAV

=
−

⋅−++
−
−−

⋅−
−
−

⋅⋅=
25
42

)8(
15
62

6
12
64

3
6
1

.).(424
6
1)24(832683

6
1 едкуб=⋅=−⋅−⋅−⋅⋅= .

6) Уравнение прямой 21AA  найдем по формуле (2.38):

91
9

39
3

36
3

−
−

=
−
−

=
−
− zyx

, т.е. 
8
9

6
3

3
3

−
−

=
−

=
− zyx

.

7) Уравнение плоскости 321 AAA  найдем по формуле (2.18):

0
933731
913936
933

=
−−−
−−−
−−− zyx

, т.е. 0
642
863
933

=
−−
−
−−− zyx

,

( ) ( ) ( ) 0
42
63

9
62
83

3
64
86

3 =
−

−+
−−
−

−−
−
−

− zyx ,
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.0)9(24)3(34)3(4 =−+−+−− zyx

Отсюда 030624344 =−++− zyx , или 015312172 =−−− zyx  – ис-
комое уравнение плоскости.

8) Из полученного выше уравнения плоскости следует, что вектор
{ }12,17,2* −−=nr  перпендикулярен плоскости 321 AAA , поэтому он является

направляющим вектором высоты, опущенной из вершины 4A  на эту плос-
кость. Следовательно, уравнение этой высоты можно найти по формуле
(2.37):

12
8

17
5

2
8

−
−

=
−

−
=

− zyx
.

Задача 2. Вычислить координаты центра окружности, описанной около
треугольника с вершинами А(-1;1), В(2;-1), С(4;0).

Решение. Центр окружности, описанной около треугольника, лежит на
пересечении перпендикуляров, проведенных к серединам сторон треугольни-
ка.

Поэтому для решения этой задачи поступим следующим образом:
1) составим уравнения сторон AB и AC;
2) найдем координаты середин сторон AB и AC;
3) составим уравнения прямых, перпендикулярных сторонам AB и AC

и проведенных через их середины;
4) найдем координаты центра окружности.
Уравнения сторон AB и AC найдем по формуле (2.31). Уравнение сто-

роны AB будет
( )
( ) 11

1
12
1

−−
−

=
−−
−− yx

, или 
2
1

3
1

−
−

=
+ yx

, т.е. 
3
1

3
2

+−= xy .

Уравнение стороны AС
( )
( ) 10

1
14
1

−
−

=
−−
−− yx

, или 
1
1

5
1

−
−

=
+ yx

, т.е. 
5
4

5
1

+−= xy .

Найдем координаты точек M и N , являющихся соответственно середи-
нами сторон AB и AC, по формулам

2
1

2
21

2
=

+−
=

+
= BA

M
xxx , 0

2
11

2
=

−
=

+
= BA

M
yyy ,

2
3

2
41

2
=

+−
=

+
= CA

N
xxx , 

2
1

2
01

2
=

+
=

+
= CA

N
yyy .

Итак, ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0,

2
1M  и ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
1,

2
3N – середины сторон AB и AC.
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Для составления уравнений прямых, проходящих через точки M и N
перпендикулярно сторонам треугольника, используем формулу (2.33), найдя
предварительно угловые коэффициенты этих прямых из условия (2.35).

Т.к. 
3
2

−=ABk  (см. найденное уравнение прямой AB), то

2
31

1 =−=
ABk

k , значит, уравнение первой прямой, проходящей через точку

М, имеет вид

( ) ( )MM xxkyy −=− 1 , т.е. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅=−

2
1

2
30 xy  или 

4
3

2
3

−= xy .

Т.к. 
5
1

−=ACk  (см. найденное уравнение прямой AC), то

51
2 =−=

ACk
k , значит, уравнение второй прямой, проходящей через точку

N, имеет вид ( )NN xxkyy −=− 2 , т.е. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=−

2
35

2
1 xy  или 75 −= xy .

Решив систему из найденных двух уравнений, найдем координаты точ-
ки О – точки пересечения этих прямых, являющейся центром искомой ок-
ружности:

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−⋅=

=
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=−
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=

14
277

14
255

14
25

75

75
4
3

2
3

75
4
3

2
3

y

x

xy

xx

xy

xy

Итак, точка ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

14
27,

14
25O – центр искомой окружности.

Примечание. При решении геометрических задач полезно делать рису-
нок. В нашем случае рисунок имеет вид

1

2

-1
-1-2 20 4

А

О

N

x

y

M

B

C
1

Рис. 3
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Задача 3. Составить уравнение линии, каждая точка которой равноуда-
лена от точки A(2,2) и от оси абсцисс.

Решение. Пусть ),( yxM  – произвольная точка искомой линии. Тогда
расстояние MA запишем в соответствии с формулами (2.3) и (2.4) в виде

( ) ( )22 22 −+−= yxMA .
Расстояние от точки М до оси абсцисс, т.е. до точки N(x,0), такой, что

MN⊥Ox, составит

( ) ( ) yyxxMN =−+−= 22 0 .

Т.к. по условию задачи MA=MN, то ( ) ( ) yyx =−+− 22 22 , или, воз-
ведя обе части последнего уравнения в квадрат и выполнив тождественные
преобразования, получим

,4444 222 yyyxx =+−++−  т.е. ( ) 12
4
1 2 +−= xy .

Последнее уравнение есть уравнение параболы, ветви которой направ-
лены вверх, а вершина находится в точке ( )1,2B .

Задача 4. Построить линию, заданную в полярной системе координат

уравнением 
ϕcos23

6
+

=r .

Найти уравнение этой линии в прямоугольной системе координат, у
которой начало совпадает с полюсом, а положительная полуось абсцисс – с
полярной осью. По полученному уравнению определить тип линии.

Решение. Составим таблицу значений ( )ϕrr =  с шагом  по ϕ , рав-

ным 
8
π

:

ϕ 0
8
π

8
2π

8
3π

2
π

8
5π

8
6π

8
7π π

r 1,2 1,24 1,36 1,59 2,00 2,69 3,78 5,21 6,00

Проведем из начала координат лучи под углами 0,
8
π

,
8

2π
,

8
3π

,…, π  к

полярной оси и отложим на них соответствующие значения радиуса r. Со-
единив эти точки плавной линией, получим изображение верхней части кри-
вой. Т.к. ϕcos – четная функция, то нижнюю часть кривой получим симмет-
ричным отображением верхней ее части относительно полярной оси (см.
рис. 4).
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ϕ = π ϕ = 0

ϕ = π
2ϕ = 5π

8ϕ = 6π
8

ϕ = 7π
8

ϕ = 3π
8

ϕ = 2π
8

ϕ = π
8

Рис. 4
Найдем уравнение этой кривой в декартовых координатах. Для этого,

подставив в исходное уравнение 22 yxr +=  и 
22

cos
yx

x

+
=ϕ , получим

22
2

22

3
6

yx
xyx

+
+

=+ , т.е. 623 22 =++ xyx ,

( ) 222 424369 xxyx +−=+ , 369245 22 =++ yxx ,

5
144369

25
144

5
1225 22 +=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⋅+ yxx ,  

5
3249

5
125 2

2
=+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + yx ,

15
12

45
324

2

25
324

2

=+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

y
x

, или 
( )

( )
12

53
18

2

2
5

18

2
5

12
=+

+

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

yx
.

Последнее уравнение – это уравнение эллипса, центр которого сдвинут

влево по оси Ox на 
5

12
.
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3. ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ. НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИИ

3.1. Понятие предела функции и основные теоремы о пределах
Пусть функция f(x) определена в некоторой окрестности точки a, кро-

ме, быть может, самой этой точки. Число А называется пределом функции
f(x) в точке a, если для любого 0>ε  существует ( ) 0>= εδδ , такое, что

( ) ε<− Axf  при δ<−< ax0 .
В этом случае пишут ( ) Axf

ax
=

→
lim .

Введем понятие предела при ∞→x . Число А называется пределом
функции f(x) при ∞→x , если для любого 0>ε  существует ( ) 0>= εδδ ,
такое, что ( ) ε<− Axf  при δ>x .

В этом случае пишут ( ) Axf
x

=
∞→

lim . Аналогично можно определить и

пределы f(x) при +∞→x  и при −∞→x .
Введем понятие бесконечного предела функции при ax → . Говорят,

что ( ) ∞=
→

xf
ax

lim , если для любого ε>0 существует ( ) 0>= εδδ , такое, что

( ) ε>xf  при δ<−< ax0 . Аналогично определяются и другие конечные
и бесконечные пределы при ax → , +∞→x  и −∞→x .

Рассмотрим односторонние пределы. Если x > a и ax → , то это запи-
сывается в виде 0+→ ax . Числа

( ) ( )xfaf
ax 0

lim0
−→

=−  и ( ) ( )xfaf
ax 0

lim0
+→

=+

называют соответственно пределом слева функции f(x) в точке a и пределом
справа функции f(x) в точке a (если эти числа существуют).

Для существования предела f(x) при ax →  необходимо и достаточно,
чтобы имело место равенство ).0()0( +=− afaf

При вычислении пределов используют следующие основные теоремы о
пределах.

Если существуют ( )xf
ax→

lim  и ( )xg
ax→

lim , то:

1) ( ) ( )( ) ( ) ( )xgxfxgxf
axaxax →→→

+=+ limlimlim , (3.1)

2) ( ) ( ) ( ) ( )xgxfxgxf
axaxax →→→

⋅=⋅ limlimlim , (3.2)

3) 
( )
( )

( )

( )xg

xf

xg
xf

ax

ax
ax

→

→
→

=
lim

lim
lim , (если ( ) 0lim ≠

→
xg

ax
), (3.3)

4) ( ) ( )xfcxfc
axax →→

⋅=⋅ limlim . (3.4)
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Для элементарных функций во всех точках из области их определения

( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

. (3.5)

Иногда полезно использовать равенства

( )( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

→→
xfxf

axax
limlnlnlim (3.6)

и ( ) ( )xfxf
ax

axee →=
→

lim
lim . (3.7)

Наконец, следует знать два замечательных предела:

1sinlim
0

=
→ x

x
x

 – 1-й замечательный предел, (3.8)

e
x

x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞→

11lim , или ( ) e=+
→

αα
α

1
1lim

0
 –2-й замечательный предел. (3.9)

Рассмотрим основные приемы вычисления пределов.
1) При нахождении предела отношения двух многочленов при

∞→x числитель и знаменатель дроби полезно разделить на xn, где n – наи-
высшая степень этих многочленов.

Задача 1. Вычислить 
153

102lim 2

2

+−

−+
∞→ xx

xx
x

.

Решение.
3
1

003
001

153

1021
lim

153
102lim

2

2

2

2
=

+−
−+

=
+−

−+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞
∞

=
+−

−+
∞→∞→

xx

xx
xx

xx
xx

.

При решении задачи применили деление числителя и знаменателя дро-
би на 2x  и использовали соотношения (3.1) – (3.3).

Иногда аналогичный прием можно применить и для дробей, содержа-
щих иррациональности.

2) При нахождении предела 
)(
)(lim

xQ
xP

ax→
 отношения двух многочленов

)(xP  и )(xQ при 0)()( == aQaP  следует сократить дробь один или не-
сколько раз на бином ax − .

Задача 2. Вычислить 
107
23lim 2

2

2 +−

+−
→ xx

xx
x

.
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Решение. Используя формулу разложения квадратного трехчлена на
множители ))(( 21

22 xxxxacbxax −−=++ , где 1x  и 2x  – корни квадрат-
ного трехчлена, получим

3
1

52
12

5
1lim

)5)(2(
)1)(2(lim

0
0

107
23lim

222

2

2

−
=

−
−

=
−
−

=
−−
−−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

+−

+−
→→→ x

x
xx
xx

xx
xx

xxx
.

3) При вычислении пределов от выражений, содержащих иррациональ-
ность, переводим иррациональность из числителя в знаменатель или наобо-
рот, используя умножение числителя и знаменателя дроби на сопряженную
величину.

Задача 3. Вычислить 
x

xx
x

−−+
→

11lim
0

.

Решение.

=
−++

−++−−+
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−−+
→→ )11(

)11)(11(lim
0
011lim

00 xxx
xxxx

x
xx

xx

=
−++

=
−++

−−+
=

→→ )11(
2lim

)11(
)1(1lim

00 xxx
x

xxx
xx

xx

1
11

2
11

2lim
0

=
+

=
−++

=
→ xxx

.

В данном случае умножили числитель и знаменатель дроби на величи-
ну, сопряженную числителю, далее сократили числитель и знаменатель на х и
применили формулы (3.1), (3.2), (3.3).

4) При вычислении пределов от тригонометрических функций иногда
приходится использовать 1-ый замечательный предел (3.8), а при раскрытии
неопределенностей вида 1 ∞  – 2-й замечательный предел (3.9).

Задача 4. Вычислить 20

2cos1lim
x

x
x

−
→

.

Решение.

212sinlim2sin2lim
0
02cos1lim 2

2

02

2

020
=⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
→→→ x

x
x

x
x

x
xxx

.

При решении задачи использовали тригонометрическую формулу

2
sin2cos1 2 αα =− , а также (3.4) и (3.8).

Задача 5. Вычислить 
x

x x
x 2

3
5lim ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

∞→
.
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Решение. Так как 1
1

1
lim

3
5lim 3

5
=

+

+
=

+
+

∞→∞→
x

x
xx x

x
, то в данном случае имеем

неопределенность вида 1 ∞ , для раскрытия которой используем  2-й замеча-
тельный предел (3.9) следующим образом:

.
limlim

3
21lim

3
21lim

3
23lim

3
5lim

41
4

3
42

222

33
2

2
3

eee
x

xx
x

x
x

xxx
xx

x
xx

x

x

x

x

x

x

x

===
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
++

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

++

⋅

∞→

∞→∞→∞→

∞→∞→

++

При решении задачи использовали (3.9) следующим образом:

( ) e
x

замена
x

x

x
=+=

+
==⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+

→

+

∞→
ααα

α

1
1lim

3
2

3
21lim

0

2
3

, использована

также и формула (3.7).

Задача 6. Вычислить ( )( )xxx
x

ln2lnlim −+
∞→

.

Решение. ( )( ) =⋅∞=
+

⋅=−+
∞→∞→

)0(2lnlimln2lnlim
x

xxxxx
xx

2ln2ln21limln21lnlim 2

2
2

=⋅==
⎟⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

∞→∞→
ee

xx

x

x

x

x
.

При решении задачи использованы формулы (3.9) и (3.6), а также свой-
ства логарифмов.

3.2. Непрерывность функции
Функция )(xf  называется непрерывной в точке 0x , если

( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

=
→

. Поскольку для существования ( )xf
xx 0

lim
→

 необходимо и

достаточно, чтобы имело место равенство односторонних пределов
( ) ( )xfxf

xxxx 00 00
limlim

−→+→
= , то для непрерывности функции )(xf  в точке

0x  в соответствии с определением необходимо и достаточно, чтобы

( ) ( ) ( )0
00 00

limlim xfxfxf
xxxx

==
−→+→

. (3.10)

Обычно при исследовании функции на непрерывность проверяют вы-
полнение соотношений (3.10).
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При вычислении пределов функций часто используется теорема: "Эле-
ментарные функции непрерывны в каждой точке области определения".

Наконец, функция )(xf  называется непрерывной на отрезке [a, b], если
она непрерывна в каждой точке этого отрезка. При этом под непрерывностью
в точке a понимают непрерывность справа, а под непрерывностью в точке b –
 непрерывность слева.

Рассмотрим далее точки разрыва и их классификацию.
Точки, в которых функция не является непрерывной, называются точ-

ками разрыва функции.
Следовательно, функция )(xf  имеет разрыв в точке 0x , если в этой

точке нарушается хотя бы одно из условий непрерывности, то есть либо
)(xf ) не определена в точке 0x , либо не существует ( )xf

xx 0
lim
→

, либо

( ) ( )0
0

lim xfxf
xx

≠
→

.

Если 0x  – точка разрыва функции f(x) и существуют конечные пределы
( ) ( )0lim 0

00
−=

−→
xfxf

xx
 и ( ) ( )0lim 0

00
+=

+→
xfxf

xx
(3.11)

то точка 0x  называется точкой разрыва 1-го рода. Величина
( ) ( )00 00 −−+ xfxf  называется скачком функции )(xf  в точке 0x . Точка

разрыва функции ( )xf , не являющаяся точкой разрыва 1-го рода, называется
точкой разрыва 2-го рода.

Следовательно, в точках разрыва 2-го рода, по крайней мере, один из
пределов ( )xf

xx 00
lim

−→
и ( )xf

xx 00
lim

+→
 не является конечным.

Задача 7. Для функции 5
1

2)( −= xxf  заданы два значения аргумента
31 =x  и 52 =x . Требуется: 1) установить, является ли данная функция не-

прерывной или разрывной для каждого из данных значений аргумента; 2) в
случае разрыва функции найти ее пределы в точках разрыва слева и справа;
3) сделать схематический чертеж.

Решение. 1) Так как )(xf  является элементарной функцией, то она не-
прерывна во всех точках, в которых определена. Следовательно, в точке

31 =x  функция непрерывна, а в точке 52 =x она не является непрерывной
( деление на ноль не определено). Значит, 52 =x  – точка разрыва функции.
2) Вычислим односторонние пределы в точке 52 =x .

01
2

12222lim 0
1

505
1

5
1

05
=

∞+
===== ∞+

∞−

−→
−−−−x

x
.

+∞==== ∞+

+→
+−+− 2222lim 0
1

505
1

5
1

05
x

x
.
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Один из пределов оказался бесконечным, поэтому 52 =x – точка раз-

рыва 2-го рода. 3) Учитывая, что 1222lim 0
1

5
1

=== ∞−

∞→
x

x
, строим эскиз гра-

фика функции:

y

x50

1

Рис. 5

Задача 8. Задана функция различными аналитическими выражениями
для различных областей изменения независимой переменной:

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+
≤<

≤+
=

.3,2
,31,2

,1,1
)(

2

xеслиx
xеслиx

xеслиx
xf

Найти точки разрыва, если они существуют. Сделать чертеж.
Решение. Поскольку )(xf  задана тремя непрерывными элементарными

функциями, то точками разрыва данной функции могут быть лишь точки
11 =x  и 32 =x . Проверим в этих точках выполнение условий (3.10).

1) 211)1(lim)(lim 2
0101

=+=+=
−→−→

xxf
xx

,

212)2(lim)(lim
0101

=⋅==
+→+→

xxf
xx

, .211)1( 2 =+=f

Итак, в точке 11 =x  )1()(lim)(lim
0101

fxfxf
xx

==
+→−→

, следовательно, в

точке 11 =x  функция )(xf  непрерывна.
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2) 6322lim)(lim
0303

=⋅==
−→−→

xxf
xx

,

523)2(lim)(lim
0303

=+=+=
+→+→

xxf
xx

, т.е. ).(lim)(lim
0303

xfxf
xx +→−→

≠

Итак, точка 32 =x  – это точка разрыва функции )(xf . Поскольку од-
носторонние пределы в этой точке конечны, то это точка разрыва 1-го рода.

Сделаем чертеж функции:y

x50

1

1

2

3

4

5

6

2 3 4
Рис. 6

4. ПРОИЗВОДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ

4.1. Производная. Правила вычисления производных и таблица
производных
Производной функции )(xf  в точке x называется предел отношения

приращения функции fΔ  к приращению аргумента xΔ  при 0→Δx , обозна-

чаемый одним из символов: )(xf ′ , 
dx

xdf )(
.

Итак, 
x

xfxxfxf
x Δ

−Δ+
=′

→Δ

)()(lim)(
0

. (4.1)

С физической точки зрения производная определяет мгновенную ско-
рость изменения любого физического параметра, описываемого функцией

)(xf , в точке х.
С геометрической точки зрения производная )(xf ′  равна тангенсу угла

наклона касательной к графику функции )(xfy =  в точке ))(,( xfxM .
Если производная )(xf ′  существует для всех ( )bax ;∈ , то функция

)(xf  называется дифференцируемой на интервале (a;b). Операция вычисле-
ния производной называется дифференцированием.
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Главная линейная часть приращения функции )(xf  в точке x называет-
ся дифференциалом функции. Дифференциал функции )(xf  обозначается
символом )(xdf  и вычисляется по формуле

( ) ( )dxxfxdf ′= . (4.2)
При вычислении производных используют правила вычисления произ-

водных, таблицу производных, правило вычисления производной сложной
функции.

Основные правила нахождения производной. Если ( )xuu =  и
( )xvv =  – функции, имеющие производные, c=const, то

1) ;0=′c  2) ( ) vuvu ′±′=′± ;

3) ( ) uvvuuv ′+′=′ ;  4) ( ) uccu ′=′ ;  5) 2v
uvvu

v
u ′−′

=
′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛   ( )0≠v .

Таблица производных:

1. ( ) 1−=
′ nn nxx 8. ( ) ( )1

1

1arccos
2

<
−

−=′ x
x

x

2. ( )
x

x
2

1
=

′
9. ( ) 21

1
x

arctgx
+

=′

3. ( ) xx cossin =′
10. ( )

21
1
x

arcctgx
+

−=′

4. ( ) xx sincos −=′
11. ( ) )1,0(ln ≠>=

′
aaaaa xx

5. ( )
x

tgx 2cos
1

=′ 12. ( ) xx ee =
′

6. ( )
x

ctgx 2sin
1

−=′ 13. ( ) ( )01ln >=′ x
x

x

7. ( ) ( )1
1

1arcsin
2

<
−

=′ x
x

x 14. ( ) ( )1,0,0
ln
1log ≠>>=′ aax

ax
xa

Правило вычисления производной сложной функции состоит в сле-
дующем.

Если y=y(u) и u=u(x), где функции y и u имеют производные, то
′′′ ⋅= xux uyy , или 

dx
du

du
dy

dx
dy

⋅= . (4.3)

Это правило распространяется на цепочку из любого конечного числа
дифференцируемых функций.

Задача 1. Найти производные функций

а) arctgxx
x

xy ⋅++=
15 ;   б) 

x
ey

x

sin
= ;   в) ( )532sin xxy += ;
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г) xtgy 5ln3= .
Решение. Применяя правила вычисления производных и таблицу про-

изводных, выполним первые два пункта. а) ( ) ( ) =′+
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

′
=′

−
xarctgxxxy 2

1
5

= ( ) 2
44

12

15
2

15
2
3

2
3 x

xarctgx
x

xarctgxxarctgxx
x

x
+

++−=′⋅+′+− .

б) 
( ) ( ) ( )

x
xxe

x
xexe

x
xexey

xxxxx

222 sin
cossin

sin
cossin

sin
sinsin −

=
−

=
′−

′
=′ .

Применив правило вычисления производной сложной функции, вы-
полним следующие пункты: в) полагая 5uy = , где ,2sin)( 3xxxu +=  полу-
чим

    ( ) ( ) ( ) ( )24335 32cos22sin52sin xxxxxxuy xu +⋅+=′+=′=′ .

г) Так как y является степенной функцией от натурального логарифма,
который, в свою очередь, является функцией от tg5x, последовательно полу-

чим ( ) ( ) ( ) =
⋅

=′⋅=′
xxtg

xtgxtgxtgy
5cos5

55ln35ln5ln3 2
22

.
10sin

5ln30
5sin5cos

5ln15 22

x
xtg

xx
xtg

=
⋅

=

4.2. Логарифмическое дифференцирование
При вычислении производной показательно-степенной функции вида

)()( xvxuy =  полезно прологарифмировать обе части этого равенства и затем

их продифференцировать:   ( ) ,ln)(ln,lnln,lnln ′=′== uvyuvyuy v

.lnln,ln1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′=′
′

+′=′
u
uvuvu

u
uvuvyy

u
uvuvy

y
v

Задача 2. Найти производную функции ( ) .sin xtgxy =

Решение. Логарифмируя и вычисляя производные от обеих частей ра-

венства, получим ( ) ( ) ( ) ,lnsinln,lnln sin ′⋅=′= tgxxytgxy x

( ) ( ) ,
cos
1sinlncos 2 xtgx

xtgxx
y
y

+=
′

 ( ) .
cos

1lncossin ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=′

x
tgxxtgxy x

Рекомендуется предварительно логарифмировать обе части равенства
при вычислении производных от функции, представляющих собой произве-
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дение многих сомножителей. В этом случае вычисление производной от про-
изведения сводится к вычислению производной от суммы логарифмов.

Задача 3. Вычислить производную функции

5

32

3
121

+
+⋅+⋅

=
x

xxxy .

Решение. Логарифмируя и вычисляя производные от обеих частей ра-
венства, последовательно получим

( ) ( ) ( ) ( )( ) ,3ln12ln1lnln2ln 5
1

3
1

2
1 ′

+−++++=′ xxxxy

,
)3(5

1
)12(3

2
)1(2

12
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

+
+

+=
′

xxxxy
y

т.е. .
)3(5

1
)12(3

2
)1(2

12
3

121
5

32

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+

+
+

+
+

+⋅+⋅
=′

xxxxx
xxxy

4.3. Производные неявных функций
Пусть функция )(xyy =  задана неявно соотношением вида F(x,y)=0,

не разрешенным относительно у. В этом случае для нахождения у'х следует
продифференцировать обе части последнего равенства по переменной х,
пользуясь, где это необходимо, теоремой о вычислении производной слож-
ной функции. Из получившегося в результате дифференцирования равенства
и находят ′

xy .

Задача 4. Найти производную неявно заданной функции 02 =+ xyexy .
Решение. Дифференцируя обе части равенства по переменной х и счи-

тая, что )(xyy = , получим

( )
( ),2

,0112
2

2

xyxy

xy

yeyeyxxyy

yxyeyxyy

+−=⋅′+⋅′⋅

=′+⋅+⋅+⋅′⋅

т.е. 
( )

xy

xy

xeyx
eyyy

+

+−
=′

2
 – искомая производная.

4.4. Производные высших порядков
Пусть функция )(xyy =  дифференцируема на интервале (а,b). Тогда ее

производная )(xy′  также является некоторой функцией переменной х. Если
она к тому же имеет производную в некоторой точке этого интервала, то ука-
занная производная называется производной второго порядка функции )(xy
и обозначается )(xy ′′ . Итак, )()( ′′=′′ yxy . Аналогично производная от про-
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изводной порядка 1−n  называется производной n-го порядка:
( )( )′= −1)( nn yy .

Задача 5. а) Найти производную второго порядка от функции
xexy 23= .  б) Найти производную третьего порядка от функции xy 2cos= .

Решение.

а) ( ) ( ) ( ) xxxxx exxexexexexy 23223222323 2323 +=+=
′

+
′

=′ ,

( )( ) ( ) ( ) =+++=
′

+=′′ xxx exxexxexxy 23222232 2236623

( ) .2632 22 xexxx ++=

б) ( ) ( ) xxyxxxy 2cos22sin,2sinsincos2 −=′−=′′−=−=′ ,

 xy 2sin4=′′′ .

4.5. Производные параметрически заданных функций
Пусть у=у(х) задана параметрически соотношениями

( )
( )⎩

⎨
⎧

≤≤
=
=

βα t
tyy
txx

,
,

.

Тогда ее производные первого и второго порядка вычисляются, если
они существуют, по формулам:

.
)(

,
t

tx
xx

t

t
x x

y
y

x
y

y
′

′′
=′′

′
′

=′ (4.4)

Задача 6. Найти xy′ , если tyttx cos1,sin −=−= .

Решение. Т.к. ,cos1,sin txty tt −=′=′  то .
cos1

sin
t

tyx −
=′

Т.к.

( ) ( )
( ) ( )

=
−

−−
=

−

⋅−−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=′

′
′

2

22

2 cos1
sincoscos

cos1
sinsincos1cos

cos1
sin

t
ttt

t
tttt

t
ty

t
tx

( )2cos1
1cos
t

t
−

−
= , то 

( ) ( ) ( )22 cos1
1

cos1cos1
1cos

ttt
tyxx

−

−
=

−⋅−

−
=′′ .

4.6. Частные производные функции нескольких переменных
Пусть в некоторой окрестности точки (х,у) задана функция ),( yxzz = .

Фиксируя переменную у так, что y=const, получим функцию от одной пере-
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менной х. Обычная производная этой функции в точке х называется частной

производной функции ),( yxz  в точке (х,у) и обозначается 
( )

x
yxz

∂
∂ ,

 или xz′ .

Итак, 
( ) ( )

constydx
yxdz

x
yxz

=
=

∂
∂ ,,

. (4.5)

Аналогично 
( ) ( )

constxdy
yxdz

y
yxz

=
=

∂
∂ ,,

. (4.6)

Поскольку частные производные xz′  и yz′ , в свою очередь, являются
функциями двух переменных, то и от них можно брать частные производные:

′′″ =
∂∂

∂
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

=
∂

∂
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

xyxx z
yx
z

x
z

y
z

x
z

x
z

x

2

2

2
, , (4.7)

′′′′ =
∂

∂
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

yyyx z
y

z
y
z

y
z

xy
z

y
z

x 2

22
, . (4.8)

Частные производные (4.7) и (4.8) называются частными производны-
ми второго порядка. Взяв от них частные производные, получим частные
производные третьего порядка и т.д.

Задача 7. Дана функция xyez = . Показать, что 02

2
2

2

2
2 =

∂

∂
−

∂

∂

y
zy

x
zx .

Решение. Вычислим, пользуясь определением, частные производные

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .,

,,

2
2

2

2
2

2

xy
y

xyxyxy
y

xy

xy
x

xyxyxy
x

xy

exxyxexe
yy

zxexye
y
z

eyxyyeye
xx

zyexye
x
z

=⋅=
∂
∂

=
∂

∂
=⋅=

∂
∂

=⋅=
∂
∂

=
∂

∂
=⋅=

∂
∂

′′

′′

Следовательно, 02222
2

2
2

2

2
2 =−=

∂

∂
−

∂

∂ xyxy exyeyx
y

zy
x

zx , что и тре-

бовалось доказать.

5. ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ И ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ

При исследовании функций и построении их графиков полезно при-
держиваться следующей схемы:

1) найти область определения функции;
2) исследовать функцию на четность и нечетность, периодичность;
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3) найти точки разрыва, вертикальные, горизонтальные и наклонные
асимптоты, если они есть;

4) найти интервалы монотонности функции и точки экстремума;
5) найти интервалы выпуклости и вогнутости графика функции, точки

перегиба;
6) найти точки пересечения графика функции с координатными осями

и построить график.

Задача 1. Исследовать функцию 
12

2

−
=

x
xy  и построить её график.

Решение.
1) Т.к. функция не определена при 11 −=x  и 12 =x , то область опре-

деления функции ( ) ( ) ( ) ( )+∞−−∞−= ;11;11; UUyD .

2) Поскольку ( ) ( )
( )

( )xy
x

x
x

xxy =
−

=
−−

−
=−

11 2

2

2

2
, то функция четная.

3) Т.к. в точках 11 =x  и 12 −=x  функция не определена, то это точки
разрыва функции. Исследуем поведение функции в окрестности этих точек.
Для этого вычислим односторонние пределы:

( )( ) ( ) ( ) +∞=
+

=
−+

=
−+

=
− +→+→ 02

1
1012

1
11

lim
1

lim
2

012

2

01 xx
x

x
x

xx
.

Вычисленный односторонний предел оказался бесконечным, поэтому
прямая х=1 будет вертикальной асимптотой графика функции.

( )( ) ( ) ( ) .
02

1
1012

1
11

lim
2

01
−∞=

−
=

−−
=

−+−→ xx
x

x

Вычислим односторонние пределы функции в точке 12 −=x

( )( ) ( ) ( ) .
02

1
1012

1
11

lim
2

01
−∞=

+−
=

++−−
=

−++−→ xx
x

x

( )( ) ( ) ( ) +∞=
−−

=
+−−−

=
−+−−→ 02

1
1012

1
11

lim
2

01 xx
x

x
.

Односторонние пределы и в точке х= –1 оказались бесконечными, по-
этому прямая х= –1 будет вертикальной асимптотой графика функции.

Для нахождения наклонной асимптоты графика функции bkxy +=

вычислим два предела: 
( )
x
xyk

x ∞→
= lim  и ( )( )kxxyb

x
−=

∞→
lim , поскольку их

существование (как конечных пределов) является необходимым и достаточ-
ным условием существования наклонной асимптоты. Вычисляем
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( ) 01

1

1lim
1

lim
2

12

2
=

∞
=

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞
∞

=
−

=
∞→∞→

x
xx xxx

xk ,

1
01

1
1

1lim
1

lim0
1

lim
2

12

2

2

2
=

−
=

−
=

−
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅−

−
=

∞→∞→∞→
x

xxx x
xx

x
xb .

Значит, прямая 10 +⋅= xy , т.е. 1=y  – это наклонная асимптота гра-
фика функции и при х→+∞, и при х→ – ∞. Поскольку k=0, то это частный
случай наклонной асимптоты – горизонтальная асимптота.

4) Интервалы монотонности и  точки экстремума найдем по знаку про-

изводной 
( )

( ) ( )2222

22

2

2

1

2

1

212
1 −

−
=

−

⋅−−
=

′

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=′

x

x

x

xxxx
x

xy .

Т.к. 0>′y  при ( ) ( )0,11, −−∞−∈ Ux , то на этих интервалах функция
возрастает, а т.к. 0<′y  при ( ) ( )+∞∈ ,11,0 Ux , то на этих интервалах функция
убывает.

Поскольку 0)0( =′y , то 0=x  – единственная критическая точка
функции, а т.к. y′  меняет знак в точке 0 с "+" на "–", то 0=x  – точка макси-
мума функции, причем 0)0( =y .

Рис. 7

5) Интервалы выпуклости и вогнутости найдем по знаку производной
второго порядка y ′′ .
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( )
( ) ( )

( )
( )

( )32

2

42

222

22 1

312

1

212112
1

2

−

+
=

−

−⋅−−⋅
−=

′

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=′′

x

x

x

xxxx

x

xy .

Составим таблицу изменений знака y ′′ :

х (-∞;–1) –1 (–1;1) 1 (1;+ ∞)
y ′′ + не сущ. – не сущ. +
у ∪(вогн.) не сущ. ∩(вып.) не сущ. ∪(вогн.)

Итак, на интервалах (-∞;–1) и (1;+ ∞) график функции вогнутый, а на
интервале (–1;1) – выпуклый. Точек перегиба нет.

6) Учитывая, что ( ) 00 =y , строим график:

Задача 2. Исследовать функцию xxey −=  и построить ее график.
Решение.
1) Область определения функции – вся числовая прямая, т.е. RyD =)( .
2) Т.к. ( ) ( )xyxy ≠−  и ( ) ( )xyxy −≠− , то ( )xy  – ни четная, ни нечет-

ная функция.
3) Данная функция является элементарной функцией, определенной на

всей числовой прямой, значит, точек разрыва и вертикальных асимптот нет.
Исследуем наличие наклонных асимптот при х→+∞ и при х→ – ∞. Т.к.

( )
( )

011limlimlimlim =
∞+

==′
′

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∞
∞

==
+∞→+∞→+∞→+∞→ xxxxxxx ee

x
e
xxy ,

то прямая у=0 – горизонтальная асимптота графика функции при х→+∞ (яв-
ляющаяся частным случаем наклонной асимптоты при х→+∞).

Т.к. 
( )

+∞===== ∞+−

−∞→

−

−∞→−∞→
ee

x
xe

x
xyk x

x

x

xx
limlimlim , то при х→-∞ на-

клонной асимптоты нет.

4) Найдем y′ : ( ) ( ) xxxx exexexey −−−− −=⋅−⋅=
′

=′ 11 . Т.к. 0>′y
при 1<x  и 0<′y  при 1>x , то функция при 1<x  возрастает а при 1>x
убывает. Т.к. у(1)=0, то х=1 – единственная критическая точка функции. По-
скольку в критической точке функция меняет знак с "+" на "–", то х=1 – точ-

ка максимума функции и 
e

ey 1)1( 1 == − .

5) Найдем y ′′ : ( )( ) ( ) ( ) xxxx exexeexy −−−− −=−−−=
′

−=′′ 211 .
Т.к. 0>′′y  при 2>x  и 0<′′y  при 2<x , то при 2>x  график функции во-
гнутый, а при 0<x  – выпуклый. Поскольку 0)2( =′′y , то х=2 – единствен-
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ная критическая точка второго рода. Т.к. в этой точке y ′′  меняет знак, то
точка М(2,2е–2) – точка перегиба графика функции.

6) Учитывая, что у(0)=0, строим график функции:

Рис. 8

6. НАИБОЛЬШЕЕ И НАИМЕНЬШЕЕ ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ НА
ОТРЕЗКЕ

Известно, что непрерывная на отрезке функция достигает на нем наи-
большего и наименьшего значения. Для их нахождения следует вычислить
производную функции, найти ее критические точки. Вычислив далее значе-
ния функции в критических точках и на концах отрезка, выбирают из них
наибольшее и наименьшее значения.

Задача 1. Найти наибольшее и наименьшее значения функции
233 23 ++−= xxxy  на отрезке [-2;2].

Решение. Найдем критические точки этой функции, лежащие на [-2;2].
Т.к. 222 )1(3)12(3363 −=+−=+−=′ xxxxxy , то х=1 – единствен-

ная критическая точка. Вычислим значение функции в точке х=1 и на концах
отрезка [–2;2]: у(1)=3, у(–2)= –24, у(2)=4. Итак, унаим.= –24, унаиб.=4.

7. ЗАДАЧИ ДЛЯ КОНТРОЛЬНЫХ РАБОТ

7.1. Элементы линейной алгебры, векторной алгебры и аналити-
ческой геометрии
Задачи 1-10. Доказать совместность системы и решить ее по формулам

Крамера.

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=−+
=+−

.02
,532
,5223

.1

321

321

321

xxx
xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−−
−=+−

=+−

.242
,132
,135

.2

321

321

321

xxx
xxx
xxx

e-1
M
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
−=−−

=++

.22543
,132
,1032

.3

321

321

321

xxx
xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=−+
=++

.62
,553
,1434

.4

321

321

321

xxx
xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=+−
=−+

.4334
,827
,324

.5

321

321

321

xxx
xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=++

−=−−

.4223
,94

,465
.6

321

321

321

xxx
xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=+−
=++

.052
,233
,12423

.7

321

321

321

xxx
xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=−+

−=−+

.342
,45

,673
.8

321

321

321

xxx
xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−+
=+−

−=−+

.4352
,03

,1454
.9

321

321

321

xxx
xxx
xxx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=+−
=++

.5423
,182
,443

.10

321

321

321

xxx
xxx
xxx

Задачи 11–20. Даны координаты вершин пирамиды 4321 AAAA . Найти:
1) длину ребра 21AA ; 2) угол между ребрами 21AA  и 41AA ; 3) уравнение
плоскости 321 AAA ; 4) площадь грани 321 AAA ; 5) объем пирамиды;
6) уравнение прямой 21AA ; 7) уравнение высоты, опущенной из вершины 4A
на плоскость 321 AAA .

11. )0,3,7(),7,4,5(),2,6,6(),7,4,2( 4321 AAAA

12. )6,9,7(),4,4,9(),3,5,7(),7,5,4( 4321 AAAA

13. )6,2,1(),6,6,4(),1,1,6(),0,2,4( 4321 AAAA

14. )2,8,5(),4,8,3(),4,5,5(),10,5,3( 4321 AAAA

15. )8,9,3(),5,1,4(),1,7,0(),3,6,4( 4321 AAAA

16. )2,9,6(),1,7,3(),5,5,9(),8,7,5( 4321 AAAA −

17. )7,6,3(),3,6,7(),3,4,2(),3,9,4( 4321 AAAA

18. )8,4,6(),3,8,5(),4,5,3(),9,9,1( 4321 AAAA

19. )8,5,8(),1,9,6(),9,3,3(),3,7,1( 4321 AAAA

20. )1,4,0(),1,6,1(),4,1,3(),6,1,1( 4321 −−− AAAA

Задачи 21-30. Составить уравнение линии, расстояние каждой точки
которой от точки )0,(aF  и от прямой bx =  относятся как c:d.

21. a=4,   b=25/4,     c=4,   d=5.
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22. a=3,   b=25/3,     c=3,   d=5.
23. a=6,   b=50/3,     c=3,   d=5.
24. a=8,   b=25/2,     c=4,   d=5.
25. a=5,   b=16/5,     c=5,   d=4.
26. a=10, b=32/5,     c=5,   d=4.
27. a=13, b=144/13, c=13, d=12.
28. a=17, b=225/17, c=17, d=15.
29. а=2,   b= –2,     c=1,   d=1.
30. а=3,   b= –6,     c=1,   d=1.
Задачи 31-40. Построить линию, заданную в полярной системе коорди-

нат уравнением ( )ϕrr = . Найти уравнение этой линии в прямоугольной де-
картовой системе координат, у которой  начало совпадает с полюсом, а по-
ложительная полуось абсцисс с полярной осью. По полученному уравнению
определить тип линии.

.
cos1
4.31

ϕ−
=r .

cos1
3.32

ϕ+
=r

.cos6.33 ϕ=r .sin4.34 ϕ=r

.
cos23

10.35
ϕ−

=r .
cos2
3.36

ϕ−
=r

.
cos45
9.37

ϕ−
=r .

cos32
1.38

ϕ−
=r

.
cos5
12.39

ϕ−
=r .

cos2
12.40

ϕ−
=r

7.2. Предел и непрерывность функции
Задачи 41-50. Найти предел функции, не пользуясь правилом

Лопиталя.

41. ;
32

103lim) 2

2

−+

−+
∞→ xx

xxa
x

;
3

211lim) 20 xx
xxб

x +

+−+
→

      ;
3sin
2cos1lim)

0 xx
xв

x

−
→

.
52
32lim)

1−

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ x

x x
xг

42. ;
158
127lim) 2

2

3 +−

+−
→ xx

xxa
x

;
4

35lim)
4 −

−+
→ x

xб
x
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      ;
4cos1

lim)
0 x

xtgxв
x −→

( ) .51lim) 2
1

0
x
x

x
xг

+

→
−

43. ;
102
3lim) 3

23

+−

++
∞→ xx

xxxa
x

;
24

lim)
0 −+→ x

xб
x

      ;2sin2lim) 20 x
xxtgв

x

−
→

.
1

lim)
31 x

x x
xг

−

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−

44. ;
1

34lim) 3

2

1 −

+−
→ x

xxa
x

;
22
312lim)

4 −−
−+

→ x
xб

x

      ;coscoslim) 2

3

0 x
xxв

x

−
→

.
2

32lim)
5x

x x
xг

−

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

45. ;
125

30lim) 3

2

5 +

−−
−→ x

xxa
x

;11lim) 2

2

0 x
xб

x

−−
→

      ;6cos1lim)
0 x

xв
x

−
→

( ) ( )( ).ln2ln1lim) xxxг
x

−++
∞→

46. ;
523

103lim) 2

2

+−

++
∞→ xx

xxa
x

;
3

572lim)
9 −

−+
→ x

xб
x

      ;
2cos

3sinlim)
0 xtgx

xxв
x→

( )( ).3ln13lnlim) xxxг
x

−+
∞→

47. ;
8

107lim) 3

2

2 −

+−
→ x

xxa
x

;
516

2lim)
4 −+

−
→ x

xб
x

      ;
5
2sinlim) 2

2

0 xtg
xв

x→
( ) .25lim) 2

2
−

→
− x

x

x
xг

48. ;
145

1lim) 2

3

1 −−

−
→ xx

xa
x

;
314

2lim)
2

2 −+
−−

→ x
xxб

x

      ;2sinlim) 2

2

0 x
xв

x→
( ) .23lim)

1
2

1

+
+

−→

x
xг

x

49. 
( ) ;

54
1lim) 2

2

1 −+

−
→ xx

xa
x

;
1

23lim)
1 −

−+
→ x

xб
x
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      ;1
sin

1lim)
0 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

→ tgxx
в

x
.

2
2lim)

4 x

x x
xг

−

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

50. ;
1023
52lim) 2

2

+−

++
∞→ xx

xxa
x

;
341

4lim)
2

2 −−
−

−→ x
xб

x

      ;
3sin
2lim) 2

2

0 x
xtgв

x→
.

1
lim)

3 x

x x
xг

−

∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−

Задачи 51-60. Задана функция )(xfy =  и два значения аргумента 1x  и

2x . Требуется: 1) установить, является ли данная функция непрерывной или
разрывной для каждого из данных значений аргумента; 2) в случае разрыва
функции найти ее пределы в точках разрыва слева и справа; 3) сделать
схематический чертеж.

51. ( ) xxf −= 4
1

2 ,  .4,2 21 == xx 52. ( ) 4
1

3 −= xxf ,  .4,2 21 == xx

53. ( ) xxf −= 5
1

4 ,  .5,6 21 == xx 54. ( ) xxf −= 6
1

5 ,  .6,3 21 == xx

55. ( ) xxf −= 3
1

6 ,  .3,4 21 == xx 56. ( ) 4
1

7 −= xxf ,  .4,1 21 == xx

57. ( ) 5
1

8 −= xxf ,  .5,2 21 == xx 58. ( ) xxf −= 6
1

9 ,  .6,4 21 == xx

59. ( ) 3
1

10 −= xxf ,  .3,5 21 == xx 60. ( ) xxf −= 4
1

11 ,  .4,1 21 == xx

Задачи 61-70. Функция )(xy  задана различными аналитическими вы-
ражениями для различных областей изменения независимой переменной.
Найти точки разрыва, если они существуют. Сделать чертёж.

61. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+
≤<

≤−

=
.2,1

,20,

,0,2
2

xеслиx
xеслиx

xеслиx

y 62. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+
≤<

≤+
=

.3,2
,31,2

,1,12

xеслиx
xеслиx

xеслиx
y

63. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
≤<

≤
=

.1,2
,10,

,0,2 2

xесли
xеслиx

xеслиx
y 64. 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<<

≤−

=
.2,2

,20,

,0,1
2

xеслиx
xеслиx

xеслиx

y



38

65. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+

≤≤+
<−

=

.4,3

,40,1
,0,3

xеслиx

xеслиx
xеслиx

y 66. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤+

<+

=
.1,0

,10,1

,0,13
2

xесли
xеслиx

xеслиx

y

67. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
≤<+

≤−

=
.1,2

,10,1

,0,2
2

xесли
xеслиx

xеслиx

y 68. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>
≤≤+

<

=
.1,

,10,1

,0,1
2

xеслиx
xеслиx

xесли

y

69. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
≤≤

<−

=
.4,1

,40,

,0,

xеслиx
xеслиx

xеслиx

y 70. 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>−
≤≤−

−<+

=
.2,6

,21,

,1,12
2

xеслиx
xеслиx

xеслиx

y

7.3. Производная и ее вычисление

Задачи 71–80. Найти производные 
dx
dy

 данных функций.

71. а) ( );arcsinln2 xy = б) ( ) ;3cos2
4

xey x +=

      в) ( ) ;2sin 3xxy = г) .122 =++ xyyxxy

72. а) ;
23 xtgxey += б) ;13 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

x
xtgy

      в) ;
13

123

+
++

=
x

xxxy г) .2yexy y =+

73. а) ;sinln5ln2 xxx − б) ;
1
1

−
+

=
x
xarctgy

      в) ( ) ;3 2xxtgy = г) ( ) .cos xxy =

74. а) ;1ln 2xarctgy += б) ( )xxxey x ++= + 3213 ;

      в) ( ) ;
sin3 x

xxy += г) .33 xyyx =+

75. а) ( ) ;3
42cos xtgy x += б) ;sin12 xxy +=

      в) 
( )

( )3 52

2
;

1

)1

−

+
=

x

xxy г) .3 arcctgyxy +=
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76. а) ;10
3sin1 xy −= б) ;

1
1arcsin

−
+

=
x
xy

      в) ;5sin123 xxexy x += г) .0cossin =− xyyx

77. а) ;1 32 xtgxtgy ++= б) ;1arcsin 2xxxy −+=

      в) ( ) ;xarctgxy = г) .xytgy =

78. а) ;1cosln
x

xy −
= б) ;

1
1

y

x

e
ey

−

+
=

      в) ;21
3x

x
y ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += г) .3ln =+

y
xy

79. а) ;sin 132
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ++ xxey б) ;lnln1 3

x
xx

x
y −+=

      в) 
( ) ( )
( ) ( )

;
411
211

54

32

xx
xxy

+−

−+
= г) .0352 =++ xyyxx

80. а) ;ln 2 xctgy = б) ;arcsin
sin3 xx

x
xy −=

      в) ( ) xxy cos= ; г) .53 yxe y +=

Задачи 81–90. Найти 
dx
dy

 и 2

2

dx
yd

 параметрически заданных функций.

81. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
=

.cos
,

ty
ex t

82. 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=

=

.
3
1

,

3

2

tty

tx

83. 
⎩
⎨
⎧

=
=

.sin
,cos

tty
ttx

84. 
⎩
⎨
⎧

−=
−=

.cos1
,sin
ty
ttx

85. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=

.3

,2
2

3

ty

ttx
86. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=

.

,1
3

2

tty

tx
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87. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

.sin4

,cos3
2 ty

tx
88. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=

.sin

,
2

cos

tty

tx

89. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+=

.2

,8
5

3

tty

ttx
90. 

⎩
⎨
⎧

=
=

.3sin
,3cos

ty
tx

Задачи 91–100. Проверить, удовлетворяет ли заданному уравнению
функция ( )., yxuu =

91. ,2=
∂
∂

+
∂
∂

y
uy

x
ux если ( ).ln 22 yxyxu ++=

92. ,2

2
2

2

2

x
ua

y
u

∂

∂
=

∂

∂
если ( ).sin ayxu +=

93. ,
2

y
u

yx
ux

∂
∂

=
∂∂

∂
если .

y
xu =

94. ,02

2
2

2

2
2 =

∂

∂
+

∂

∂

y
uy

x
ux если .xyeu =

95. ,02

2
22 =

∂

∂
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

y
uy

x
ux

x
u

если .x
y

eu =

96. ,02

2

2

2
=

∂

∂
−

∂

∂

y
u

x
u

если ( ) .ln 22 yxu −=

97. ,1=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u

если ( ).ln yx eeu +=

98. ,02

2

2

2
=

∂

∂
+

∂

∂

y
u

x
u

если .
x
yarctgu =

99. ,02

2

2

2
=

∂

∂
−

∂

∂

y
u

x
u

если ( ).ln 22 yxu −=

100. ,2

2

2

2
2

y
u

x
ua

∂

∂
=

∂

∂
если ( ) .sin ayxu −=
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7.4. Исследование функций и построение графиков
Задачи 101–110. Исследовать функцию ( )xfy =  и построить её гра-

фик.

101. .
1

2

−
=

x
xy 102. .4

2

3

x
xy +

=

103. .2 xexy −= 104. .
x

ey
x

=

105. .
12 −

=
x

xy 106. .
1 2

2

x
xy
−

=

107. .1
2

2

x
xy += 108. .

1
1

2 +
=

x
y

109. .
4

8
2 −

=
x

y 110. .
1 2x

xy
+

=

Задачи 111–120. Найти наибольшее и наименьшее значения функции
( )xfy =  на отрезке [a,b].

111. ( ) ,2
2
3

3
1 23 xxxxf +−= [0, 3].

112. ( ) ,3818 432 xxxxf −+= [0, 4].

113. ( ) ,2 24 xxxf −= [0, 2].

114. ( ) ,123 xxxf −= [–1, 3].

115.
x

xxf 2
8

)( += [1, 6].

116. ( ) ,3
3 x
xxf += [–5, –1].

117. ( ) ,233 23 ++−= xxxxf [–2, 2].

118. ( ) ,3 23 xxxf −= [1, 3].

119. ( ) ,44 xxxf += [–2, 2].

120. ( ) ,7123 +−= xxxf [0, 3].
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